4. cviceni - reSeni

P¥iklad 1 (a) f(z,y) =e® a M = {[z,y] € R%; 22 + 242 < 1}

Funkce f nezavisi na proménné y, proto nas budou zajimat MY (respektive nas
zajiméa Uyer MY). Mnozina M je elipsou, pfi¢emz xz-ova poloosa je 1. Vidime, Ze nejvétsi
MY je [-1,1]. O funkci e® vime, Ze je rostouci. Z toho dostavame, Ze maxys f(x,y) =
maX,c(—1,1]€” = e aminy f(z,y) = minge_y 1) e* = e L.

Urceme jesté, kde f svych maxim a minim nabyva v mnoziné M. Maxima nabyvé v
pifpadé, 7e * = 1. Aby [1,y] € M, musi platit, ze 12 +2y? < 1, tedy y? < 0, tedy y = 0.
Proto f nabyva svého maxima na mnoziné M nabyva pouze v bodé [1,0]. Podobné se
odvodi, ze minima na M nabyva pouze v bodé [—1,0].

Pi#iklad 1 (b) f(z,y) =z a M = {[z,y] € R%;x € [0,2],y € [0,1],22 +y < 2}

Ziejmé plati, ze M C B(0,3), neb maximalni hodnota /22 + 32 pro z € [0,2],y €
[0,1] je v/5 < 3. Mnozina M je tedy omezena. Ukazeme jesté, ze M je uz. To nam
da, ze M je kompaktni, dle véty 12. Dle véty 14 pak budeme védét, Ze funkce f na M
nabyva extrémi.

M=[2z+y<2lN[z>0N[z<2[N[y>0]N[y <1]. Dle véty 11 je M priinikem
uz. mnozin, dle véty 5 jde tedy o uz. mn.

Urceme tedy nyni supremum a infimum f na M a kde svych extrémi na M nabyva.
Opét nas zajimaji MY = {x € R: [z,y] € M}.
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Z obrazku vidime, ze Uyer MY = [0,1]. JelikoZ f je rostouci v proménné x dostavame,

ze maxy f = f(1,y) = 1, minp f = £(0,y) = 0.
Ziejmé f nabyva minima v bodech [0,y],y € [0, 1], a maxima v bodé [1,0].

Piiklad 1 (c) f(z,y) =2 +y?> a M = {[z,y] € R%;2? + 49> =1}
M je elipsa s poloosami 1, %, proto M C B(0,1). Navic je dle véty 11 M uz., tedy
dle v&ty 12 je komp. Dle véty 14 f, jelikoz je spojité, nabyva na M extrému.

Plati, ze M = [mz =1-4y’yc [—%, %” Tedy plati

11 1
{f(z,y): [z,y] € M} = {1 —4y +ytiy e [—272} } = {1 —3y*: ¢y’ € [074} }
Dostavame {f(z,y): [z,y] € M} = [4,1]. Pak maxy f = 1,miny f = 1. Funkce
f nabyva maxima v piipadé, ze y = 0, tedy v bodech [£1,0], a minima v p¥ipadé, Ze
y? =1, tedy v bodech [0, £1].

Piiklad 1 (d) f(z,y,2) = (x+y)?+ (z—y)? +za M =[-1,1]3
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M je krychle a jelikoz je M ziejmé kompaktni a f spojita, tak dle véty 14 f nabyva
extrémt na mnoziné M.
Ziejmé plati:

SJl\pr=sup{(m+y)2+(fﬂ—y)2+z: v,y,2 € [-1,1]} =

:sup{2x2+2y2: T,y € [—1,1]} +1=25,

ijr\14ff=inf{2x2+2y2+z: z,y,2€[-1,1]} =0+0-1=—1.

Ziejmé té7 plati, Ze f nabyva maxima v bodech [1,1,1], 1, —1,1], [-1,1,1], [~1, 1, 1]
a minima v bodé [0,0, —1].

Piiklad 1 (e) f(x,y) = 2> + 12zy + 2y%> a M = {[z,y] € R%;42? + 4> = 1}

M je elipsa a podobné jako dfive se da ukazat, ze jde o kompaktni mnozinu a proto
f nabyva na M extrémai.

Pomoci véty 16 zjistéme extrémy f na Int M a porovnejme je s hodnotami na H(M).

Plati: fy(x,y) = 2z + 12y, f,(2z,y) = 4y + 12z.

Ztejmé parcidlni derivace existuji vé€ vSech bodech Int M. VySetfeme, zda jsou nékde
v Int M obé nulové.

f:ﬁ:(xvy) =0 = z= —6y,f£,(x,y) =0 = z= _%y

Obé derivace jsou tedy zavorven nulové v piipadé, ze x = —6y a —6y = —%y, tedy
pokud z =y = 0. Av8ak [0,0] ¢ M. Proto f svych extrémi nabyva na H(M).

Jelikoz M = [y?> = 1 — 42?], miZeme vySetfovat maximum a minimum vyrazu

f (x,i\/l - 4x2) pro z t.7. 0 < 1—4z% - tj. prox € [-1,1].
f (a: V1= 4x2> = 2?2+ 1201 — 422 + 2 (1 — 42?) = —Ta? + 2+ 1221 — 422,

pficemz 22 € [O, i] Provedeme-li substituci a = 2, pak hledani extrému funkce f na

intervalu [—%, %} prechazi na hledant extrému funkce f (a) = —Ta+ 2+ 12va — 4a? na

intervalu [O, ﬂ .

f/(a):—7j:6(1_8a) _ _7mi6(1_8a)
\/m m

flla)=0 <= —7TVa—4a2+6(1—8a)=0

—7Va—4a?+6(1—8a)=0
+6(1—8a) =7vVa—4a?

36 (1 — 8a)® = 49 (a — 4a?)
2500a® — 625a + 36 = 0

eld 9
25" 100
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Provedeme-li desubstituci, dostaviame nasledujici body, které jsou podezielé z maxi-
ma: [z,9] € {[+3, +5], [+15.+5] }

Dosadime vS8echny varianty a vybereme nejvétsi a nejniz$i hodnoty. Dostavame, Ze
maxima hodnoty 117 nabyva f v bodech [13—0, %] ) [—%, —%} a minima hodnoty —2 nabyva
f v bodech [%,f%] ) [f%, %}

Priklad 1 (f) f(z,y) = (22 4 y?)e~ @) a M = R2

Fi(ey) = 206 @) 4 (22 42 @) L (Lag) = 20e @) (1 - 22— y)
fo(zy) = 9ye~ (@ +y) (1-2? —y?)

fi(z,y) =0 <= (t=0V1=2+y?

file,y) =0 <= (y=0V1=2a®+y?)

7Z véty 16 vyplyva, ze body podezielé z extrémi jsou pocatek a mnozina [22+y? = 1].
£(0,0) =0 ana [22 4+ y*> = 1] je f rovna 1.
Jiny zpusob:

Provedme substituci a = 22 + y?,a € [0, ) a zkoumejme funkci g(a) = ae™%.

¢(@) = (1-a)e
gda)=0 < a=1

Funkce ¢ je na intervalu [0, 1] rostouci a na [1, 00) klesajici, pficemz g(0) = 0,g(1) =
é, g(a) — 0 pro a — oo a nuly nabyva pouze v a = 0. Z toho dostavame, Ze funkce g
nabyva svého maxima % v bodé @ = 1 a minima 0 v bodé a = 0.

Pak funkce f nabyva minima 0 v bodé [0, 0] a maxima % v bodech [z, y], které spliuji,
7e 22 +y? = 1.

Priklad 1 (g) f(z,y) = (z +y)e > % a M = {[z,y] € R*z >0,y > 0}

fal,y) = €27 — 3(p 4+ y)e 2 = 21 2y
fole,y) = e727% = 3(z +y)e 27 = HT(1 - 3(x + y))
1
fi=0 < z+y= 5
1
! _
fy=0 = z+y= 3

Dle véty 16 funkce f na mnoziné Int M nenabyva extrémi.
Zbyva vysetfit jeji hodnoty na hranici. f(z,0) = ze~* a jeji derivace zde (tj. na a-
ové poloose) nam fika, Ze extrému se zde nabyva pro x = % - a to hodnoty 2% Podobné f
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na y-ové poloose nabyva lokalniho extrému 3173 proy = % Ziejmé ma funkce f minimum
0 v bodé [0, 0].

Hodnota i je lokdlnim maximem funkce f na M. Zbyva ukazat, Zze jde o globalni
maximum. M. Chceme tedy ukézat, ze Chceme tedy ukazat, ze pro kazdé x,y > 0 plati
L > (z+y)e ?*=%. Upravme nerovnici.

2e —
1 1
% (z+ y)m >0
243y __
e 2z +y) >0
2e2z+3y -

2=l _ oz 4+y) >0

Zderivovanim funkce g(z,y) = e2*T3¥~1 — 2(x 4 3) zjistime, Ze posledni uveden4
nerovnost plati vzdy (viz nize), tedy hodnota i skutecné globalnim maximem f na M.

golz,y) =2 (271 —1)
g 2y) = 3631

gh=0 < 20+3y—1=0

2
g, =0 < 2x+3y—1:1n§

Uvazujme pevné dané y > 0. V z-ovém sméru pak funkce g klesé do x = % (1 —3y),
pak roste. Plati g (% (1-3y)) =y > 0. Pokud tedy g(0,y) > 0, pak je g(z,y) > 0
pro kazdé z > 0. Ukazme nyni, ze ¢(0,y) > 0 pro y > 0. Pro y = 0 je to zfejmé.
Funkce g v y-ovém sméru klesa do y = % (1n% + 1) a pak roste (vidno z gy ). Plati, ze
g (0, % (ln% + 1)) = —% ln% > 0. Nejmensi hodnota funkce g na kladné poloose y je
tedy kaladné, g je proto na kladné poloose y kladna, coz jsme chtéli dokazat.

Piiklad 1 (h) f(z,y) = (v + y)e 273 a M = {[z,y] € R};z > 0,y > 0}

Podobné jako v pfedchozim piikladé dojdeme k tomu, Ze f nenabyva na M extrémi.
MiiZeme tedy jen urcit supremum a infimum.Stejné jako v pfedchozim piikladu se ukaze,
ze % je horni zavorou mnoziny f(M) a 0 dolni zavorou.

UkéZeme nyni, Ze se k hodnotam O, 21? lze libovolné pfiblizit - z toho plyne, Ze jde
skutecné o infimum a supremum.

Hledame posloupnost bodt [z, yn] € M t.z. f(zn,yn) — 0. Vime, ze f(0,0) =0
a ze f je spojitd. Staci tedy volit posloupnost tak, aby konvergovala k 0 a pak ze
spojitosti f a Heineho véty dostavame, ze f(zp,y,) — 0. Posloupnost lze volit napft.
takto: x, =y, = %

Stejnou myslenkou dostavame, Ze sta¢i najit posloupnost bodi [z,,y,] € M t.z

konverguji k bodu [%, 0]. Body lze volit napt. takto: x, = %,yn =1

n

Piiklad 1 (i) f(z,y) = (22 4 5y2)e~ G2 +¥°) 4 M = R2
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Derivujme funkci f - tim dle véty 16 ziskime body podezielé z extrému.

filz,y) = 2ae~ (B V) 4 (z% + 5y2)e*(3x2+y2) (—6x) = e~ (B +y?) (22 — 62° — 302y?)
f;(m,y) — o~ Ba+y?) (10y — 2yx? — 10y3)

fi=0 < 2z (1-32° - 15¢°) =0 < <:c:0v:n2:;—5y2)

fi=0 < 2y(5-2>-5y") =0 < (y=0Vva®=5—"5y)

Body podezielé z extrému jsou [0, 0], [0, £1] a [i%, 0}.

f(Oa 0) =0
£(0,1) = £(0,-1) :g

1 1 1
) 0)= T 0)=+
() =1 (50) -5
Ziejmé pro kazdé x,y € R plati, ze f(z,y) > 0. Funkce f tedy nabyva svého minima

0 v bodé [0, 0].
Podobné jako diive se ukaze, ze % je globalni maximum.
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